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Ejercicios pedagdgicos

Las raices de Riemann

por Bruce Director

En diciembre de 1822 Carl Friedrich Gauss le ém/ji@ Real lo y el teorema fundamental dijebra. El reto de la Real
Sociedad de Ciencia de Copenhague un documento titulad8pciedad le brinda Gauss la oportunidad de demostrar la
“Solucion general al problema de proyectar una parte deuna  amplitudidelecde Godofredo Leibniz, bajo el concepto
superficie dada sobre otra superficie dada, tal que la imagetel dominio complejo que Gauss desarr@ioesos primeros
y el original sean similares en su snimo detalle”. trabajos. Aunque esta aplicacisolucionaba el problema

Es notable que el documento tuviera el lefi#d hisvia ~ practico, ma& limitado, de producir mapas precisos, como
sternitur ad maiora”(“Estos resultados preparan el camino  Gaussineiccealidad se trataba de algo mucHae foada-
para cosas fsagrandes”). mental: espeéficamente del mejoramiento de la capacidad de

Y aslifue. Casi treinta ars desplg en 1851, Bernhard la mente para entender y comunicar verdades concernientes
Riemann le envia Gauss su disertaciale habilitacio sobre  a los principios imperceptibles que gobiernan el universo.
las funciones de una variable compleja, la cual, junto con sus
trabajos de 1857 sobre las funciones abelianas y las seri&na proyeccion del sensorio
hipergeomeicas, desarrolltas implicaciones superiores del Las races del modo de Gauss se hunden en lo profundo
mé&odo que Gauss inicioSin embargo, las implicaciones de la historia de los esfuerzos de la humanidad por aumentar
epistemolgicas ma profundas de estos resultados salieron au poder eny sobre la naturaleza, empezando con los primeros
la luz en nuestrdpmoca, gracias a los descubrimientos de intentos de proyectar el espacio—tiempo de la certeza senso-
Lyndon LaRouche en la ciencia de la econaiiisica, como  rial mediante el desarrollo de calendarios y mapas astnéno
en el caso de su reciente ensayo, fi@ovisualizar eldominio  cos y geddiens. Estos mapas nolsexpresaban los cam-
complejo”. En’ése establece la perspectivd sne&entajosa  bios visibles que reflejaban los movimientos de los cuerpos
para revivir los descubrimientos de Gauss y Riemann. celestes. Los principios invisibles se reflejabaretatabie

Al principio, la Real Sociedad plantgmara el llamado forma de anoméadis, paradojas y distorsiones. Asada mapa
“Premio de Copenhague” un temasimnitado que el que en implica otro mapa que yace “d&trpor asidecirlo, del
Ultima instancia abordGauss. La pregunta original famque  mapa visible.
ver con resolver algunos problemas involucrados en la pro- Miembros del Movimiento de Juventudes Larouchistas,
duccion de mapas geogfiaos. A sugerencia de su colabora- que han emprendido la tarea de observar el movimiento de
dor, el asttaomo Heinrich Christian Schumacher, Gauss le Marte, enfrentan la clase de paradojas que surgen en el desa-
propuso a la Real Sociedad la pregunts igeneral. Despse  rrollo de tales mapas. Sal y observa la salida de Marte por el
de varios dos sin que nadie ofreciera una solutgeriaala  este del firmamento. La compdside la imagen visual de
pregunta que plante@auss envigu propia soluciny, por  Marte y las estrellas que lo rodean en el interior de la esfera
supuesto, ganel premio. celeste, da paso a unaimagen mental, es decir, a un mapa. En

Obviamente, Gauss estaba menos interesado en ganarettranscurso de la noche el movimiento de Marte y las estre-
premio que en aprovechar la oportunidad de presentar los llas erl ndboliservador cambia, formando una suaesio
resultados rmmgenerales que desarradido largo de suvida, de imajenes mentales, lo que da paso a un mapa de los cam-
comenzando con su primer trabajo sobre la divisiel crcu-  bios en la sucesiode mapas nocturnos, o, en otras palabras,
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a un mapa de mapas. De una noche a la siguiente laimagen
de Marte cambia su relacion con respecto a las imagenes de
las otras estrell as. Este cambio dapaso a un mapa superior, a
un mapadquereflejalos principios subyacentes que gobiernan
los cambios entre los mapas de las imagenes de la certeza
sensorial. Este mapa superior se hace del todo inteligible,
solo desde la perspectiva del dominio complejo de Gauss
y Riemann.

Aungue estasinvestigaci ones son mas antiguas, lasraices
de nuestro conocimiento moderno comienzan con el esfuerzo
de Taes de Mileto (624-547 a.C.) por proyectar la esfera
celeste en un plano mediante la gnomobnica, o proyeccion
central. El método de Talesconsistiaen definir, sobreel plano,
la imagen de cada punto de la esfera, dibujando una linea
desde el centro de la misma, através de la superficie, hasta
gueesalineaintersecabael planodelaimagen (ver figura 1).
(El mismo resultado puede demostrarse con medios fisicos,
usando unafuentedeluz ubicadaen el centro deunasemiesfe-
ratransparente que proyectelas sombrasdelasfigurasdibuja-
das en la semiesfera sobre una pared plana.)

Esta proyeccion de inmediato nos plantea una paradoja
crucial. Ciertasrelaciones entre lasimagenes de laesferason
diferentes de las que hay entre sus imagenes sobre €l plano.
Por ejemplo, laimagen de unatriangul o esférico cuyos verti-
cessontresestrellasenlaesferacel este, esuntriangulorectili-
neo sobre el plano. En consecuencia, lasrelaciones angulares
entre las tres estrellas no pueden mantenerse en la imagen,
pues los angulos de un triangul o esférico siempre suman mas
de 180°, en tanto que de un triangulo plano siempre suman
exactamente 180°.

Sin embargo, |as relaciones mensurabl es entre lasimage-
nesdelasestrellasdelaesferacel estelasdeterminan medicio-
nesangulares, lascual esno aparecen representadas con preci-
sion en la proyeccion gnomonica de Tales. La primera solu-
cion aeste problemaseleatribuye aHiparco (160-125a.C.),
aquientambién seleatribuyeel descubrimiento delaproyec-
cion estereografica. En este caso, |la esfera se proyecta sobre
el plano desde uno de sus polos (ver figura 2). (Esto puede
demostrarse fisicamente moviendo lafuenteluminosadel ex-
perimento previo del centro delaesferaasu polo. Observael
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FIGURA 2

cambio resultante en larelacion entre las sombras.)

En esta proyeccion estereogréfica, las lineas de longitud
de la esfera se transforman en lineas radiales sobre el plano.
Las lineas de latitud de la esfera se transforman en circulos
concéntricos. Si consideramos que € punto quetocadl plano
es e polo “sur’, y que el punto de proyeccion es el polo
“norte”, todoslos circulos delatitud en el hemisferio “sur” se
proyectan como circulos dentro del circulo que representala
imagen del ecuador. Por otra parte, los circulos de latitud en
el hemisferio “norte” se proyectan fuera de este circulo. Las
lineasradiales sobreel plano forman|losmismo angulosentre
si que las lineas de longitud de las cuales son imagenes. Sin
embargo, €l radio de los circulos concéntricos que son las
imagenes de | os circulos de latitud, aumenta de modo expo-
nencial entre mas se algjen del polo “sur” y mas se acerquen
al “norte” dichoscirculosde latitud (ver figura 3).

En el caso de la proyeccion estereografica, los angulos
entre las iméagenes se mantienen.

Otraproyeccion que conservalos angulos fue desarrolla-
da por Gerhard Kremer (1512-1594), conocido también
como Gerhard Mercator. En la proyeccion de Mercator la
imagen del ecuador es unalinearecta, y las de los circulos
de longitud son lineas perpendicul ares distribuidas de forma
homogénea a lo largo de ese ecuador. Las imagenes de los
circulosdelatitud son lineasrectas paralelas al Ecuador, pero
ladistanciaentre ellas aumenta (ver figura 4). Esto sedebe a
que, enunaesfera, laslineasdelongitud seestrechan amedida
gue se acercan alos polos. De ahi que la proporcion entre la
distanciaen lasuperficie deunaesferaparaun angulo dado de
latitud, y ladistanciaparael mismo angulo sobrelasuperficie,
cambie del ecuador alospolos (ver figura5). Este cambio se
reflgjaen laproyeccion de Mercator aumentando ladistancia
entre las lineas de latitud, de modo que la proporcion entre
loslargos delatitud y longitud eslamismaque en la esfera.

La proyeccion de Mercator, aungue totalmente diferente
a la estereografica, también conserva los angulos. También
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tiene la caracteristicade quelallamada“linealoxodrémica’,
o0 la trayectoria que forma el mismo angulo con todas las
lineasdelongitud, esunalinearecta. Esto ejemplificalaclase
de paradojasque surgen, pueslalinearectaeslaviamascorta
sobre la superficie plana de la proyeccion. Pero, en laesfera,
laviamas cortaesun gran circulo, y lalinealoxodromica es
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FIGURA 4

unatrayectoriaen espiral Ilamadaloxodromo, lacual es mas
largaque €l gran arco circular (ver figura 6).

L a proyeccion de principios

Asi, aprimeravista, € desarrollo de estas proyecciones
gue conservan los angul os (una caracteristica que Gauss mas
tarde Ilamaria “conformidad”) tiene una gran importancia
paralarepresentacion de lasimagenes del sensorio. No obs-
tante, Gauss tenia algo mucho masimportante en mente. Las
distorsiones y paradojas que resultan de estas proyecciones,
no sblo se deben alarepresentacion visual, sino que reflejan
algo “detras’ de lo visible. Al desarrollar medios generales
paratransformar unasuperficieen otradeconformidad, Gauss
prepar® € terreno paralas investigaciones mas generales de
Riemann sobre la natural eza de estas transformaciones en si
mismas, y sobre su relacion con los principios que subyacen
al sensorio.

Para esto, Gauss rechazod €l euclidianismo reaccionario y
a priori de Emanuel Kant. Para &l, una “superficie” no es
un objeto enclavado en un espacio euclidiano vacio que se
extiende aiinfinito en tres direcciones. Mas bien, una*“ super-
ficie” se genera mediante alguna accion fisica. Por eiemplo,
no medimoslaesferacelestecon dosangulos. Laesferaceles-
te esunaidea determinada de formafisica, y generada por la
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accion fisica de rotacion con respecto a la direccion de la
fuerzadeatraccion delagravedady ladireccion alrededor del
horizontedealgunadireccion determinadadeformafisica, tal
como laposicion delasalidao lapuestadel Sol.

Entérminosriemannianos, estosdosactosderotacion son
los modos fisicos de determinacion de la esfera celeste. Si a
estos modos de determinacion |os creara alguna otra accion
fisica, producirian unasuperficie diferente. Estaeslabase de
unageometriadeterminadapor mediosfisicos. Gaussdemos-
tro que la transformacion de una superficie en otra, se logra
al encontrar unafuncion gue transforma un par de modos de
determinacion en otro.

Esto es exactamente lo que sucede en una proyeccion
estereogréfica. Los dos modos de determinacion, representa-
dos por circulosdelatitud y longitud en laesfera, setransfor-
man sobre el plano en circulos concéntricosy lineasradiales,
respectivamente. En la proyeccion de Mercator, los mismos
dos modos de determinacion de la esfera se transforman de
maneradistinta, esto es, en lineas rectas. No obstante, ambas
proyecciones son conformes. De modo que la caracteristica
de conformidad reflgja un principio mas general, que no es
especifico de una proyeccion particular.

Gaussreconoci que, paraque unaproyeccion seaconfor-
me, tiene que transformar una superficie en otra igualmente
en todas direcciones. Esto se expresade formageométricaen
el hecho de que las iméagenes de los circulos también son

«CIENCIA
ECONOMIA
CRISTIANMNA

Ni el colectivismo marxista
ni la economia liberal son
larespuesta ala grave
crisis econdmica. Lo que se
necesita es poner fin ala

usura del Fondo Monetario
Internacional y otras
‘estructuras de pecado'
que han provocado la
mayor crisis econémica
delahistoria.

Este libro del precandidato presidencial estadounidense
Lyndon H. LaRouche demuestra que la unidad de la
moral y la ciencia econémica puede ayudarnos a
reconstruir a |beroamérica, porque la creatividad
humana es el verdadero motor de la economia.

Pidalo a:
Executive Intelligence Review
PO Box 17390  Washington, DC  20041-0390 USA

Ver directorio en la pagina 1
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FIGURA 6

circulos. Podemos ilustrar esto en términos fisicos de dos
maneras. |magina una superficie el astica, digamos, de goma.
Si alargamos la superficie de forma proporcional en todas
direcciones, entonces la forma de laimagen sera la misma,
solo quemasgrande. Si laalargamos en diferentes proporcio-
nesen diferentesdirecciones, laimagen resultaradistorsiona-
da. La primera representa una transformacion conforme, la
dltimano.

Otro gemplo fisico. Toma una semiesfera de plastico
transparente, y pégal e circul osde diferentestamafios con cin-
ta adhesiva alrededor de lo que representaria un circulo de
latitud sobre una esfera. Coloca una luz en €l centro de la
semiesfera. Observalassombras. Loscircul ossetransforman
en elipses. Ahora, muevelaluz al polo. Las sombras se vuel-
ven maés circulares, en especial las sombras de los circulos
maés peguefios. Esto ilustra la diferencia entre la proyeccion
gnomonicay la estereografica. En laprimera, los circulos se
alargan de forma diferente en diferentes direcciones, |o que
produce elipses. Como tal, esta proyeccion no es conforme.
Enlasegunda, loscirculos seaargan paraformar otroscircu-
los, es decir, son conformes.

Esta caracteristicade accion circular yalahabia desarro-
Ilado Gauss desde 1796, como €l principio de los nimeros
complejos, en su descubrimiento de ladivision ddl circulo y
en su teorema fundamental del algebra (publicado en 1799).
Esto es, que un nimero complejo, mostraba Gauss, no se
definia de modo arbitrario como la solucion a una ecuacion
algebraica. Mashien, el nlmero compl o expresaba ese acto
derotacion, €l cual trascendiay determinaba asi toda magni-
tud algebraica posible. Por tanto, la transformacion de un
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FIGURA7

los de latitud y longitud que estaban dis-
tribuidos de forma homogénea alrededor
de la esfera, se transformaron en lineas
radialesy circulos concéntricosdistribui-
dos de modo exponencial sobre el plano.
Gauss sefida que esto corresponde, en
términos geométricos, a la transforma-
cion de la exponencia compleja (ver fi-
gura?).
La proyeccion de Mercator corres-
/ ponde aunatransformacion decirculosy
lineas radiales distribuidos de forma ho-
mogénea en un entramado de lineas. Los
radios setransforman en lineas verticales
distribuidas de forma homogénea, y los
circulos en lineas horizontales distribui-
das de modo exponencial. Esto corres-
ponde al inverso de la exponencial com-
pleja, también conocida como el logarit-

FIGURA 8

mo complejo (ver figura8). Paraproyec-
tar una esfera sobre un plano, Gauss apli-
co estastransformacionescomplejasalos

modos de determinacion de una esfera,
esto es, alos dos modos de rotacion.

En su documento, Gauss demostro

por qué esta clase de proyecciones ten-
dria conformidad. Esto puede ilustrarse

de forma geométrica observando el com-

portamiento de un pequefio cuadrado so-

metido a la transformacion deseada

Gauss expresd estacondicion geométrica

mediante una formula en €l lenguaje del
calculo de Leibniz, € cual Riemann rea-

firmo en su disertacion de habilitacion.
Uno delosfraudes continuosde las mate-

nimero complejo en otro era la de una accion rotaciona en
otra, precisamente la condicion necesaria para que la proyec-
cion tenga conformidad.

Por esta razon, Gauss no consider6 la superficie visible,
sino su representacion en el dominio complejo. Cada punto
sobre la superficie corresponde a un nimero complejo, que a
su vez esta determinado por los modos fisicos de determina-
cion de la superficie. El transformar una superficie en otra
requiere transformar los modos de determinacion de una su-
perficie en los modos de determinacion de otra, la cual a su
vez transformacadanimero complejo delaprimer superficie
en un nimero compl gjo definido delasegunda. Esto eslo que
Riemann después Ilamaria “una funcion de una variable
complga’.

Estoloilustraronlosejempl osanterioresdelasproyeccio-
nesestereogréaficasy deMercator. Enel primer caso, loscircu-
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maéticas modernas, es que a ésta se le
conoce como la formula “Cauchy—
Riemann”, a pesar de que Agustin
Cauchy no aportd nada a su desarrollo. Por precision histori-
ca, y por salud mental, ésta en realidad deberia llamarse la
relacion Gauss—Riemann.

Todavia hay algo que se oculta trasbambalinas

En el descubrimiento de Gauss hay algo que se oculta
tras bambalinas; un espiritu del dominio de los principios
invisibles. Enlosejemplosanteriores, laproyeccion sevuelve
cada vez mas distorsionada a medida que se acerca a polo
norte, en el caso delaestereografica, y amedidaque seacerca
aambos polos, en el caso de lade Mercator. En los polos, la
proyeccion “estalla’ por completo y cesa de existir. ¢Es esto
solounafallaenlaproyeccion, oesunindiciodeal glnprinci-
pio oculto alin desconocido?

En estapreguntayacenlas” grandescosas’ paralascuales
Gauss prepar6 el camino.
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