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Funciones hiperbdlicas:
una fuga de 25 siglos

por Bruce Director

Cuando por elam370 a.C. un draulo les ordena los delia-  jas que han perduradésuie lo que dura una vida humana.

nos hacer nmgrande el altar de su templo —con forma dePor fortuna, la humanidad éslatada con lo que LaRouche

cubo—, Plata les dijo que mejor se olvidaran de todas las llamigpéswenes”, que le dan al individuo la capacidad de
interpretaciones figgcas del oraulo y se concentraran en un poder de concentracisuperior, al traer al presente los

resolver el problema de doblar el cubo. Este es uno de los  esfuerzos de generaciones pasadas. Una caso ejemplar es e
primeros relatos de laimportancia de los ejercicios péegiago de la tesis doctoral de Bernhard Riemann de 1884ye las

cos o espirituales para la econami hipotesis que subyacen a los fundamentos de la getaetri

Algunas crisis, como la que hoy enfrenta la humanidaden la que Riemann habla de una oscuridad que envalvio

requieren un grado de concentracjmararesolver las parado-  pensamiento humano desde Euclides hasta Adrien—Marie Le-
gendre. Tras rmade 2.000 aos de concen-
tracion en la materia, Riemann, apago-
se en su maestro Carl F. Gauss, deesia
—-———.—“- oscuridad al desarrollar lo que llanfon
; concepto general de magnitud’ itiple-
mente extendida”.

El concepto de Riemann amplios
descubrimientos que ya Habihecho
Gauss, empezando con su diseftaaie
1799 sobre el teorema fundamental del a
gebra. Como su predecesor, esunadevasta-
dorarefutacia de los médos de “torre de
marfil” de Leonhard Euler, Louis de La-
grange, etc., que hoy dominan la forma de
pensar de la mayaide la poblacin, tal
como dominaron la mente de los delianos
y otros desafortunados griegos enfmea
de Platm. Al reconocer que todos los pro-
blemas de la sociedad éitima instancia
eran subjetivos, Platoprescribio(en La
Repiblica) que ese dominio de los ejerci-

Bruce Director, autor de este aaulo, da una clase sobre las catenarias a miembros  Cios pedaggicos (en los campos de la’'mu
del Movimiento de Juventudes Larouchistas. sica, la geometa, la aritmdica y la astro-
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FIGURA la
La media aritmética

b eslamediaaritméticaentreay c.

nomia) fueraun prerrequisito paraejercer el liderato politico.
Lascrisis, como laque ahora enfrentamos (o laque enfrenta-
ronlosdelianos), solo podian superarse si loslideres desarro-
Ilaban lacapacidad deliberarseasi mismos, y despuésaotros,
de susfalsas etiquetas.

Estos g ercicios acostumbran alamente atornar su aten-
cion, de las sombras de la percepcion sensorial, a descubri-
miento de verdades cognoscibles, aunque invisibles, que €l
dominio delos sentidos nosreflejacomo paradojas. El proce-
S0 no tienefin, con cadanuevo descubrimiento surgen nuevas
paradojas que dan pie a méas descubrimientos, produciendo
una concentracion siempre mayor de la condicion mental ne-
cesariaque produjo el descubrimiento en primer lugar.

Doblando lalinea, e cuadradoy €l cubo

Tal es e marco para concentrarse en los 2.500 afios de
investigacion sobre las paradojas que el problema de doblar
lalinea, el cuadrado y el cubo plantearon inicialmente. A la
vista, estos objetos parecen similares. El cuadrado se hace
conlineas, mientrasqueel cubolo componen cuadrados. Pero
cuando estos objetos se someten a una accion, tal como €l
doblarlos, queda claro que aunque estos objetos parecen vi-
sualmente similares, su principio generador esmuy diferente.

Los pitagoricos, que, como se sabe, aprendieron de los
egipcios, fueron los primeros griegos en investigar esta para-
doja. Al reconocer que todos estos objetos visual mente simi-
lares, pero cognosciblemente diferentes, estan contenidos en
un sol o universo, buscaron un principio unificador que subya-
ce en la generacion de los tres. Ese principio unificador no
podiaobservarse deformadirecta, pero si podiaconocerse su
existenciaatravésde su expresion, enlaformadeunaparado-
ja, buscando entre las sombras visibles.

Casi 80 afos antes de que Platon reprendieraalos delia-
nos, Hipocratesde Cosofrecid unanocion basadaen el princi-
pio pitagorico de la conexion entre lamisica, laaritméticay
lageometria. Los pitagoricos reconocieron lasrel aciones en-
trelosintervalos musicales, alas que llamaron: laaritmética
y lageométrica. Lamedia aritmética es diferenciaen comin
detresnimeros: b—a=c-b. Por gjemplo, 3eslamediaaritmé-
ticaentrely 5(ver figurala). Lamediageométricaescuando
3 nmeros estan en proporcion constante: a:b::b:c. Por gjem-
plo, 2:4::4:8 (ver figura 1b)

Hipocrates reconacio que larelacion aritméticala expre-
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FIGURA 1b
La media geométrica

Lalongitud b esla media geométrica entre laslongitudesay c. El
area B esla media geométrica entrelaséareasA 'y C.

FIGURA 1c
Dos medias geométricas entre sélidos

1 2

Las dos medias geométricas entre un cubo de arista 1y volumen 1
y un cubo de arista 2 y volumen 8. Proporcional mente, habra dos
medias geométricas entre un cubo de volumen 1y un cubo de
volumen 2.

san los intervalos formados a agregar las lineas, y que la
geométricalaexpresan losinterval os creados a agregar cua-
drados o, masen general, areas. Laformacion defiguras soli-
das, puesto que son de un poder superior, no corresponde
directamente a ninguna de estas relaciones musicales. Sin
embargo, la sombra proyectada a doblar € cubo, expresaba
unarelacion que correspondiaaencontrar dos mediasgeomé-
tricas entre dos extremos (ver figura 1c).

Platon explica en e Timeo la importancia de la nocion
de Hipocrates:

“Ciertamente, lo generado debe ser corporeo, visible y
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tangible. . . Pero no es posible unir bien dos elementos aisla
dossin untercero, yaque es necesario un vinculo en el medio
qguelosuna. .. Si el cuerpo del universo hubieratenido que
ser una superficie sin profundidad, habria bastado con una
magnitud media que se uniera a si misma con los extremos;
peroenrealidad, conveniaquefuerasolidoy lossolidosnunca
son conectados por un término medio, sino siempre por dos.”.

En el Epinomis, Platon habladelasinvestigacionesdelas
medias geométricay aritmética: “Algo divino y maravilloso
esaquello que se contemplay quereflggacomolatotalidad de
lanatural ezaestaimpresacon especiesy génerosdeacuerdoa
cadaproporcioncomo un poder. . . Parael hombrequerealiza
sus estudios de la forma adecuada, todas |as construcciones
geométricas, todos | os sistemas numeéricos, todas las progre-
siones mel 6di cas debidamente constituidas, € sistema orde-
nado delasrevoluciones celestes, deberianrevelarseasi mis-
mos, y lo haran, si, como digo, un hombre hace sus estudios
con la mente fija en un solo proposito. Como tal hombre lo
refleja, recibiralarevelacion de un simplelazo de intercone-
xion natural entretodos estos problemas. Si manejatales ma-
terias con otro espiritu, un hombre, como digo, necesitara
invocar a su suerte. Debemos dejar sentado que, sin estas
capacidades, lafdicidad no Ilegara a ninguna sociedad; este
es el método, este es el pabulo, estos los estudios exigidos;
dificil ofacil, este es el camino que tenemos que seguir”.

Mientrasquelareaccioninicial al planteamiento deHip6-
crates fue que convirtio un rompecabezas imposible en otro,
otros lo vieron como un flanco. Si la construccion de dos
medias entre dos extremos puede realizarse “entre las som-
bras’, el resultado puede aplicarse a problema de doblar €l
cubo. Un colaborador de Platon, Arquitas de Tarento, brindd
una solucion con su famosa construccion, que involucra un
cilindro, un toro y un cono (ver figura 4a). Esto demostro
que la construccion requerida solo puede hacerse, no en €l
dominio plano de las sombras, sino en el dominio superior de
las superficiescurvas. El resultado de Arquitas es consistente
con el descubrimiento de los pitagoricos, de Teetetes y de
Platon de la construccion de los cinco solidos regulares a
partir de laesfera

El descubrimiento de M enecmo

Un alumno de Platon, Menecmo, hizo un descubrimiento
adicional al demostrar que las curvas generadas a partir de
conostienen el poder de producir dos medias entre dos extre-
mos. Como lo ilustran los diagramas, la parabola tiene la
caracteristica de ser una media entre dos extremos, mientras
gue la hipérbola abarca dos (ver figuras 2a 'y 2b). Menecmo
demostro6 que lainterseccion de unahipérbolay unaparabola
produce € resultado de situar dos medias entre dos extremos
(ver figura 3).

En los descubrimientos de Arquitasy Menecmo habiaun
principio que no floreceria del todo sino hasta 2.200 afios
después, con los descubrimientos de Riemann y Gauss. La
solucion de Arquitas dependiade una caracteristicadelacur-
va formada por la interseccion del cilindro y €l toro. Esta
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FIGURA 2a
La proporciones de una parabola

La parabola laforma €l angulo movil ABC, tal que el vértice B se
mueve sobre la linea OB en tanto C se mueve sobrelalinea OC.
Esto forma el rectangulo cambiante OBPC. El punto P describe
una paréabola. Mediante triangulos similares, OA:OB::0OB:OC o
OC=0B2

curva no podria dibujarse en una superficie plana, porque se
curvaen dosdirecciones (ver figuras4ay 4b).

M as tarde Gauss definiria esta caracteristicacomo curva-
tura“ negativa’.

Sin embargo, Menecmo hace su construccion —que usa
una parabola y una hipérbola— enteramente en el dominio
plano delassombras. Aunquepor razonesqueno serianclaras
sino hasta la época de Godofredo Leibniz en el siglo 17, la
solucion de Menecmo funciond porgueinvol ucrabael mismo
principio de curvatura negativa que lade Arquitas.

Como casi no hay escritos originales, es dificil saber qué
tan consci entes estaban estos antiguosinvestigadores griegos
del principio que Gauss Ilamaria curvatura negativa. Lo que
sl sabemos, es que estos griegos sabian que el principio que
determina la accion en el universo fisico es superior al que
domina el mundo plano de las areas. Asi, los principios que
gobiernan alosobjetossolidosdependen decurvas, generadas
por un tipo de accion superior en el espacio, €l cual, cuando
seproyectaen el dominioinferior deun plano, tienelacapaci-
dad de situar dos medias entre dos extremos. Estas curvas
combinan la aritméticay la geométrica en una sola. Cuando
este principio se aplica a dominio superior de los objetos
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FIGURA 2b
Las proporciones de una hipérbola

)

B)

B

(B)

La hipérbolalaformala esquina B del rectangulo OABC. En
tanto los lados del rectangulo cambian, €l area permanece
constante. Esto mantienela proporcion 1:0A::0OA:OAXAB.

solidos, produce un resultado experimental mente validable.
Esto demuestra, como Platon sefiala, no solo un principio
guegobiernaal reinofisico, sinolarelacion milticonexaentre
las dimensiones espiritual y material del universo; de ahi lo
apropiado de los g ercicios pedagdgicos o espiritual es.

El estudio de Kepler delas secciones conicas

El siguienteavance significativolo hizo JohannesK epler,
quienestablecidlacienciafisicamodernacomo unaextension
de estos antiguos descubrimientos griegos, tal como Nicolas
deCusa, LucaPacioli y LeonardodaVinci losredescubrieron.
Kepler, citando aCusa, aquien llamb “ divino”, dio unaparti-
cular importancia ala diferencia entre la curva (geomeétrica)
y larecta (aritmética). Kepler escribi6 en su Mystérium Cos-
mogr aphicum:

“Pero, después de todo, ¢por qué las distinciones entre la
curvay larecta, y lanobleza de unacurva, en laintencion de
Dioscuando creb el Universo? ¢Precisamente por qué? Salvo
queparael Creador mas perfecto fueraabsol utamente necesa-
rio crear lamasbellaobra’.

Como parte de su investigacion astronomica, Kepler do-
mind Las Conicas de Apolonio, que es una compilacion de
los descubrimientos griegos sobre estas curvas superiores.
Como resultado de su investigacion sobre larefraccion dela
luz, Kepler aport6 un concepto nuevo y revolucionario delas
secciones conicas. Por primera vez, Kepler considerd alas
secciones conicas como una multiplicidad proyectiva:

“Entre estas lineas existe € siguiente en razon de sus
propiedades: pasa de lalinearecta, através de unainfinidad
de hipérbolas, aunaparabola, y de ahi, através de unainfini-
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FIGURA 3
Determinacién de Menecmo de dos medias
usando secciones conicas

Parabola

Hipérbola

La interseccion de una hipérbola y una parabola determina las
magnitudes que doblan el cubo. La parabolalaforman OA =1y
el angulo recto ABD. La hipérbolala forma OC? del rectangulo
OBCD, quetieneun area de 2. En la parabola, OA:OB::0B:0D,
01:0B::0B:OC2 En la hipérbola, OBXxBC = 2. Dela
combinacion de las dos anteriores se desprende la proporcion,
1:0B::0OB:BC::BC:2. En otras palabras, lalinea OB formarala
arista de un cubo de volumen 2 y BC formara la arista de un cubo
de volumen 4.

dad de €elipses, al circulo. Asi, por un lado la parabolatiene
dos cosas en naturalezainfinitas, lahipérbolay lalinearecta,
la€lipsey € circulo. Aungue también esinfinito, asume una
limitacion en el otro lado. . . Por tanto, los limites opuestos
son €l circuloy lalinearecta: € primero escurvaturapura, la
Ultimarecta pura. La hipérbola, laparabolay la elipse estan
en medio, y participan delarectay delacurva, |lo mismo la
parabola, y la hipérbola participa mas de larecta, y laelipse
méasdelacurva’ (ver figurab).

L adiscontinuidad que revelaesta proyeccion entre lapa-
rabola y la hipérbola es importante para esta discusion. La
hipérbola esta a otro lado del infinito, por asi decirlo, de la
elipse y € circulo, mientras que un lado de la parabola va
haciael infinitoy el otro haciael finito.

DeFermat a Gauss

Laimportanciade estoslimitesinfinitoscomienzaaacla-
rarse desde|aperspectivadelareformulacion de Las Conicas
de Apolonio por parte de Pierre de Fermat, y e desarrollo
subsiguientedel calculo por Leibniz y Jean Bernoulli, conun
aporte crucial de Christian Huyghens.
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FIGURA 5

FIGURA 4a
Construccion de Arquitas para doblar el cubo Concepto proyectivo de Kepler de las
secciones colnicas
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Arquitas desarroll6 una construccion para encontrar dos medias Entanto e foco semuevealaizquierda, e circulo setransforma
geométricas entre dos magnitudes. La longitud mayor esAC, que enunaelipse. Enél limite con  infinito, 1a elipse se convierte en
esel diametro deun circulo. Esecirculo rota alrededor de A para una paréabola. La hipérbola seforma “ del otrolado” del infinito.
formar un toro. Entonces se produce un cilindro perpendicular al
toro, cuyo diametro también es AC. La magnitud menor AB esuna
cuerda de una seccion transversal del toro. AB se extiende hasta

queinterseca al cilindro, formando un triangulo que, al girar, FIGURE 6
roduce un cono. Lastres superficies intersecan en el punto P. 7 . T :
P P P Areas hiperbolicas iguales
4
FIGURA 4b
Interseccién de un cilindro y un toro
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§\ gue reconocio Menecmo, de que a la hipérbola, cuando se
\\\‘ proyecta sobre un plano, la forma una serie de rectangulos
B cuyas areas son siempre iguales. En lamedida en que uno de
los lados de cada rectangulo se hace mas largo, €l otro lado
La curva que forma lainterseccion de un cilindro y un toro posee e vu.c-zl ve |nve|:samente ma§ pequeno: Huyghens cen,tr0 su
una caracteristica que Gauss Ilamb curvatura “ negativa’ . atencion en el area que encierran la hipérbolay la asintota,
gue es la que forma un rectangulo en cambio contante, cuya

area siempre es la misma (ver figura 6). Las areas entre la
hipérbolay laasintota, formadas por rectangul os cuyos lados
estan en proporcion sonigual es. Del mismo modo, comoilus-
trael diagrama, aguellas secciones de la hipérbola formadas

Huyghens reconoci6 que la curvay la recta se expresan
en la hipérbola de forma diferente que en las otras secciones
conicas. Su descubrimiento se basd en el mismo principio
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FIGURA 7
Construccion de Leibniz de la catenaria
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La catenaria la formala media aritmética entre dos curvas, ala
que Leibnizllamd “ logaritmica” y que hoy se conoce como
exponencial. Enlafigura, laslineas estan igualmente distribuidas
sobreun e horizontal. La curva “ logaritmica” laforman las
longitudes vertical es que estan en proporcion geométrica. OO = 1;
€ =00%?y e=1/00% d = O0*y d = 1/OO?, etc. La catenaria se
forma sumando la longitud eala €, y dividiendo la longitud
combinada entre 2, etc. Los puntosde la catenaria sonigualesa
(00" + 1/00")/2.

en tanto la distancia entre la asintota y el centro aumenta
geométricamente, son iguales. Por tanto, mientras las areas
crecen aritméticamente, las longitudes sobre la asintota lo
hacen geomeétricamente. No pases por ato la ironia de esta
inversion: jen lahipérbola, las areas (geométricas) crecen de
formaaritmética, mientras quelaslongitudes (aritméticas) lo
hacen de forma geomeétrical

Leibniz descubrio que a esta relacion combinada de la
aritmética y la geométrica la expresa el principio fisico de
la catenaria. Leibniz demostré que a la catenaria la forma
una curva, que é llamo logaritmica, conocida hoy como
“exponencia”. Esta curva esta formada de tal modo que €l
cambio horizontal es aritmético, mientras que e cambio
vertical es geométrico. Leibniz demostro que la catenaria es
la media aritmética entre dos curvas logaritmicas tales (ver
figura 7).

De agui, pasamos directamente al descubrimiento de
Gauss y Riemann, a través de otros descubrimientos de
Leibnizy Bernoulli relacionados con lacatenaria: larelacion
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FIGURA 8a
Proyeccion de areas hiperbdlicas iguales
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Los puntos sobre |a hipérbola que corresponden a divisiones
iguales del area se proyectan sobre el gje al dibujar lineas
perpendiculares desde €l g e hasta esos puntos. Esto produce las
longitudes, Ob, Oc, Od. Oa=1.

FIGURA 8b
Medicion entre la hipérbola y la catenaria

d
C
2
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Cuando las lineas perpendiculares al e se extienden hasta
intersecar la asintota, producen laslongitudes (2" + 1/2"). Por
inversion, laslongitudes correspondientes sobre el gje son
proyecciones de estas longitudes en un angulo de 45 grados. Por
tanto, laslongitudes Ob, Ocy Od sonigualesa (2" + 1/2")/2.

de la catenaria con la hipérbola.! Esta relacion se forma a
partir del descubrimiento de Huyghens. Las areas hiperboli-
cas iguales definen ciertos puntos sobre la hipérbola que se
“proyectan” sobre su gje, mediante lineas perpendiculares
que van desde €l gje hasta esos puntos. Estas proyecciones
producen longitudes sobre el gje, como demostrd Leibniz,
jdel mismo largo que las que produce la catenarial (ver

1. Cabe sefiadlar que este descubrimiento ha sido victima del difundido
asaltodeEuler y Lagrange, mismo queFelix Kleiny demasperpetuaron en el
siglo 20, y lameradiscusion de esto con cual quieraexpuesto aunaeducacion
matemati ca académi ca de seguro provocara graves atagues de ansiedad.

Cienciay cultura 33



FIGURA 8c
Relacion entre la hipérbolay la catenaria

|

Cuando los puntos a, b, ¢ y d se proyectan hasta la asintota,
forman laslongitudesa’ = 1; b" = (2t + 1/21)/2; ¢" = (22 + 1/2%)/2;
d’ = (2*+ 12%/2.

figuras 8a, 8b y 8c).

Las implicaciones de este descubrimiento quedan mas
claras cuando las vemos desde |a perspectiva de lainvestiga
cion de Gauss sobre las superficies curvas, que surge de
su trabajo previo sobre geodesia, astronomia, €l teorema
fundamental del algebray los residuos bicuadraticos. Para
completar esta discusion, concentrate en la ampliacion de
Gauss de lainvestigacion sobrelas curvas, alainvestigacion
de las superficies que las contienen. A las superficies que
contienen curvas con las caracteristicas de la hipérbola o la
catenaria, Gauss las llamo curvas “negativas’, mientras que
las superficies formadas por curvas con las caracteristicas
de los circulos y las €lipses, las [lamb curvas “positivas’

FIGURA 9a
Curvatura negativa: la catenoide
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FIGURE 8d
Relacion entre la hipérbolay la catenaria
d" d"
tll :ll
b* b"™
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Cuando las longitudes de la hipérbola, Oa", Ob”, Oc”, Od", se
distribuyen sobre una linea a interval os regulares, sus extremos
forman |la catenaria.

(ver figuras 9a y 9b).

Ahora, vuelveapensar en estafugade 25 siglos. El princi-
pio que subyace en las construcciones de Arquitasy Menec-
mo; la discontinuidad que expresa el limite infinito entre la
hipérbola y la parébola; la inversion de la geométricay la
aritméticaenlahipérbola: desdelaperspectivade Gauss, todo
esto reflgja una transformacion entre la curvatura positiva y
lanegativa.

Por tanto, parainvestigar la accion en el universo fisico,
es necesario ampliar lainvestigacion, de la simple extension
aunacurvatura, y delas simples curvas alas superficies que
las contienen. Esto sblo puede hacerse desde la perspectiva
del dominio complejo de Gaussy Riemann.

FIGURA 9b
Curvatura positiva: la elipsoide
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